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Enige methoden uit de sequentieanalysé.

~Van een gegeven grosp dingen wil men een bejaalde quantitatief
meetbare grootheid z onderzocken. Bij de n-de stap van het onder-
zoek wordt willekeurig uit deze groep ecn voorwerp getrokken, en
hiervan de betreffende grootheid gemeten. %i] z, het mestresultaat.

Men neemt aan, dat de aldus verkregen grootheid z, esn sto-
chastische verdeling heoft, die voor iedere stap dezelfde is (dewu
vereenvoudiging is alleen toclaatbaar, als de gsgeven groep groot
genoeg 13) en vervolgens stelt men een hypothese ﬁ butruffdﬂdu de
verdulingsfunctle F(zn) Al naargclang de rvsultatbﬂ verkregen in
de eerste n stappen, neemt men na de n-de stap ¢én der volgenda
beslissingen: ‘

1. Men aanvaardt de hypothess Ho'

2. lMen verwerpt de hypothese H,-

3. Het onderzoek wordt voorige zet.

Het benodigde aantal stappen is dus van te voren niet vastgolegd.

De sequentietest is bepaald, wannecer men ecn regel heeft, die
bij elke stap eenduidig aangeeft, welke b0811SS1ng most worden ge-
nomen. Meestal beschcuwt men twee functles ? (n) en %@(n) gedefi-
nieerd voor alle gehele waarden a2 0, met %’(n) < W}(n) en
%“O'/O‘iﬂﬁ‘ﬂ Als voor 7, = 3y geldt Ly Ya (1) (resp.s ~H’(ﬂ))
dan wordt de hypothbSb v@rwo%ybn(rc83. aauvaard) Is aaareutegen

ﬂ%(n){'zﬂ <‘f§(n), dan wordt het onderzoek voortgezet.

De sequentict st wordt vank gebruivt om twee hypothese Ho.on Hl
te vergelijkenzij bijv.'HO de hypothase, dat z een verdelingsfuneti.
P (2) heeft, en H, de hypothese, dat z eecn verdclingsfunctie ¥,(z)
heeft. Zij C((resp,»ﬁ ) de waarschijnlijkheid, dat Ho wordt verwor-
pen (resp. aanvaard), terwijl de hypothese H_ (resP.Bﬁ) geldt.

O#dat dc test voer dit gevnd hrulkbaar wil — zijn moeten
o en @ voldoends klein zijn. | : g

Z1j E;(n) de verwachtingswaarde van ‘het benodigde aantal stapwj
pen, 1ndlen hypothese H geldt. Van een bru1kbar~ test zal men bo- \
vendien verlangen, dat b ; () (11@fst simultaan) zo klein mogelijk f‘
ander voorwaarde, dat ~“><§ o en oz (s (waarin X>0 en {5 > @
gegeven kleine grootheden voorstellen). | T
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Beschouw een n-y-vlak, waarin de krommen y= ﬂﬁ(n) en y= TYi(m).
zij s}de verzameling van de punten (n,y) met n20 en W(n) y<‘%7
Elke sequentie, zoals die optreedt in een sequentietest, kan worco..
gerepresenteerd door de serie punten (n,2 ), n=0,1,25.... in het
n-y-vlak. wen dergelijke puntonserie noemen we ccn Veg. uel WEE
gaat altijd uit van de oorsprong, beweegt zich dan voortdurend
naar rechts, en eindigt in het ecrste niet in {fgelegen punt, de
abeis van dit eimdpunt komt overeen met het aaﬁ%al gtappen van de
overecnkomstige sequentietest ( we beschouwen uitsluitend punten
met gehele abeis). Oneindig lange wegeu verlopen gehsel binnen.g%
en omgekeerd. lien weg kunnen we verdelen in "stappen’. wen stap
is de overgang (n,Zﬁ) op (n+1,4,.4), ds ..2. We gaan evn éenheid
naar rechts en tegelijkertija bnq4~4b,2, naar boven. usze overgan
is stochastisch met ece¢n verdelingsiunctie k(zn).

Z2ij Gn (y1) de waarschijnlijkheid, dat een weg de halfrecu-
te ygy, passcert. Lan geldt (o = \ﬁ (n), By, = “ﬁ(n))
- G =@ AT ] 4
| G (V) = P(y-7 Yae, () :

[,('Y‘
daar immers een wog, die de lijuo met abeis n+1 passsert, de 1ijn
mut abecis n 6bpassbvrd moct zijn in sen punt (n,y\ met
~*ﬁ1(n)‘ ¥y < jﬁ (n)«Gi‘. in principe is dus gn(y) bekand

.(n;192!"')’ ' '

De kans,dat den scquentietest leidt tot goecdkeuring na pre -
cies n stappen (ofwe¢l de kans, dat een Wug csindigt in een punt
(n,y) met y ‘\\Tf(ﬁ)} is juist a, ( j’ (n}) en deigfarSChlJﬁlljkhui;
dat de steckproef ooit wordt goﬁgekcurd is dus gi,f'(; ( ﬁ’ (n)) .
Analoog vinden we de kans op afkeuring en de gumﬁi& zlde 1un6xe van f
gen sequentie, dla tot cen beslissing leidt. .

Het doel van de sequenticanalyse (“sequunulal analy51s“) 1s
in de eerste plaats d¢ berekeniug van de VOléuﬂﬂu gxoothvdbn
- 1. ve kans, dat een seguentis wordt‘goedggkeur&.

‘2.‘De kans, dat een sequentic wordth afg&keurd.
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3. De verwachtingswaarde van de lengte van de sequentie, in-
dien de sequentic genomen wordt uit ¢on populatic met gegeven waar-
schijnlijkheidsverdeling. De boven aangegeven methode is in de '
praktijk meestal onbruikbaar, en we moeten dus naar andere methodcet
omziuva. ) - -

Beschouwen we eerst het geval, dat F(y) continu differentiecr -
baar is, met afgeleide f(y), de z.g. waarschijnlijkheidsdichtheld.
Als analoog gn(y) de¢ dichtheidsfunctie is bij de verdelin,sfunctic
Gn(y), dan volgt uit (1), dat gq(y) = f(y) en

(2) 4y = } £(y- 1 degl7)a
Pl

als “m=:ﬂﬁ(n) en pmzﬁ@(n). Bij ae belangrijuste tocpassingen peldt
,@m; ) (M =0,1,2,....) en in dit geval is het handig om

in te voeren 2
J_ .n
3) Ob(uy) = v én+1(Y)-
Dan volgt
OL(u,y) = £(y) + a2 e (7)

n= O

n=0
ol
en dus geldt (wanncer (3) gelijkmatig convergecrt) de 1ntegraa1ver*
gelijking f
(4). Cl(uw,y) = 2(y) + u. £(y-7) (b (u, 7 am
of

Als |f(z)] < Uu voor o< z< +00 , dan heeft deze vergelijking ¢én.un
slechts.één oplossing voor [ul<—-
de reeks van Neumann. jcze rcakg is ov%ﬂxbuns niets anders dan de
reeks (3), waarbij g, bepaalﬁ is door de recussieformule (2) (51(3 )=
= f(ﬂ‘)). In ieder guval opent (4) de mog vlljkhbld om ds& theorie vain
de integraalvergelijkingen toe te passen.

g
=f(y) + u); ut f £(y-7 e, (0 )ay

T welke gegeven wordt door
(3

7e beperken ons in het volgende tot neﬁ geval, dat 1( ) ue
volgende verdelingsfunctie is
F(z) =0 voor z<-s
=0 " nK Y
=p+qg " 32T
waarln‘p+q = 1, en waarin r en s gehele getallien voorstellen me t S
r+s:>0. De grootheid z neemt dus slechts de waarden =-s en +r aan,,,f-i
met waarschijnlijkheid P “@Sp. q. ve meeste methodes overigens be;{
bezigd voor dit speciale geval zijn ook oralkbaar, als z blndlg Vel
gehele Waarden zj, Zoy s-y 2, kan aanuemen met W&&ZSOhlJﬁliakheld;mg
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In de afteelding getekend in fig.1 heeft elke stap van een
weg slechts twee mogelijkheden, overcenkomend met de overgangen
(n,y) = (n+1, y-s) en (n,y)—>{(n+1, y+r), waarvan de kansen zieh
verhouden als p tot gq.

Opdat een punt (n,y) bereikt kan worden door een weg,is nodig, dut
er niet negatieve gehele getallen J en k bestaan met

(5) j+k=n ; kr - js = s.

Bij gegeven n zijn er slechts eindig veel waarden y, waarvooy
dit het geval is.

Onder een toelaatbare stap in het n-y-vlak verstaan we de
overgang (n,y)—(n+1, y-s) of (n,y)—>(n+1, y+r) met het begin-
punt (n,y) in.g} Als P en @ roosterpunten zijn (d.w.z. punten in
het rechterhalfvlalr met gehele coordinaten), dan zullen we opder
een "toelaatbare baan ~ven P naar (" verstaan een aansluitende rec o
toelaatbare stappen met als beginpunt P en als eindpunt Q.

Aan elk roosterpunt (n,y) van voegen we nu een geheel ga-
tal o (nsy) toe, dat het aantal toclaatbare banen aangecft van O
naar (n,y). Voor een punt (n,y) buiten %/stellen we K{(n,y) = O.
Aan de hand van fig.1 zien we in, dat voor ecn van 0 verschillend
roosterpunt (n,y) gelds

(6) A (n,y) = A(n=-1, y+s) + X (n-1, y-r).

Tegens K{0,0) = 1 kan men in principe vior een gegeven rooster—
punt (n,y) de grootheid = (n,y) berskenen. Het zal blijken, dat nso
bepaling van o (n,y) voor elk punt (u,y) van q;alle gezochte func -
ties, zoals b.v. de kans op aflkeuring (resp. =anvaarding), de ver-
wachtingswaarde van de steckproeilengte (=weglcngte) direct kunnen
worden neergeschreven.

Laten r' en s' gehele getallen zijn met r’+s‘#()exlbeschouw
nu de punttransformatie ‘

nt =n
' 1 r'-g' r-s
(7) ¥ 3 -2 g - )
rt4s? r+s 2 ri+s? r+8

De overgang (n,y) — (n+1, y+r) resp. (n,y)—-a(h+1, y~8) in het
n-y-vlak correspondeert nu met een overgang (n',y")—=—>(n'+1, y'+r')
resp. (n',y')— (n'+1, y'-s') en oméekecrd. pe randkrommen y:_ﬁ@(n)
(n=1,2) in het n-y-vlak corresponderen met krommen

* . : T ¥
(8) | yio= \l,:’(n) - I"+S_:_ %(nq)"'%n' l(?ausv)“(z-*s) Z’__.i:?._.]

‘ , r+s T+8
die het beeld qy vanc%'begrenzen,.moalaatbare banen in het n-y-vlak
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r zfn toclaatbare baron in h € r'=y'=vlak lo» nd van 0 naar (n',y")
worden seneenduidiy afgebecld op toelaatbare bauwen in het n'-y'-
vliak (samengesteld uit sta,pen teor lengte r' resp. 8'; alleen
punten van %ﬁ mOwels wordell gep088serd), Voor ecn punt (', q’) van
¢ is dus het aantal xﬁ(n' ')/ precivs gelijk -an het ~antal t0s-
laatbare banen o((n,y), dic¢ in net n-y-vlnk van O lopen naar het
originesl (n,y) van (n',y').

Tennser voor .e begrenzingen y= M. (n) en tocgelaten stapy...
ter lcngte r resp. 8 ae functic X (n,yj beiend is, den isg voor
de begrenzingen y= ﬁ{*(n) en stappen tur lengts r resp. 8 a.
corrcsponderonde functie gg(m,y) dus evencens bolend (en cmgo-
keerd).
Neem aan, ant de groovheid 2z, dic gemeteon wordt bij het
soquenticonderzo.k, de gehivle wanrden r e¢n s (r+sf0) cannecmt
met waarschijnlijhhceid g resp. p kg+g):9, en iaten de randkromnm...
bepanld zijn door \
#{(n) =g+ Yg(n) =4+ pin,
waarin a> 0 en 521’0 recle constanten zijn en wa;rinjfk ration .
is. "1l men voor alle mogulijka combinztics r, 8, Qyy ¢
dit scquontieproblcem oplossen, dun kan men zich be or
goval }1: 0.
Indien n.l. M #0, dan bestean gencls getrllon ' oen 8
(met r'+s'#£0), en constanten aj <n a) zo, dat

G
@J. tO‘t hew

~_r'+s' . ot | gt ) - rl'+s'
(9)  ay= EZE5 (ay+pn)egn t(r 8')~(r-s) £X2

(i=142; n=0,1,2,...), daar voor r ¢n 8' et

r‘-g'  r-s-2

r'+g! r+8
heét rechterlid van (9) <en cowstante is.
e noemén de bcbrgnziné vwnfs (y= Y (n) resp. y= \i (n}) oy
den duur per10dlch als ecn rationaal swtal /L en cen nﬂtuurllJ
gotal W bestant met
(10) %ﬂ(n+ud ) =/“u3 + ‘Tj(n) s fa(new ) = w0 **ﬁk(lﬂs
voor n voldoende groot. In dit geval bestaat er con algemenc metho--
dc. Voor de¢ berekening is het 't gemakkelijkst om het probleem
te transformeren op het geval r=s=1. Past men transformatiec (7)
toe met r'=s'=1, dan gaan de formules (7) en (8) over in

2 g-1
(11) y! r+8Y T SiT n'

¥
(12) \r 2, B-r o,

en

H

r+8 B+I
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Uit (10) en (12) volgt, dat het baaldig vanlg wesr periodieks
begrenzingen heeft. "o mogen ons dus bepurken tot het gevael r=s=1.
Aan het volgende voorbecld herkent men geuakkelijk de algemene me-
thode (welke ook zonder de transformatic (11)toopasbaar is oy het
geval van willekeuriue paren gehele waarden r en 8 met r+8£0).

‘ 1
_ Gzij j{(n):~3+§ n, %ﬁ(n} = % + 3 n;
| . » ' als dese funoties de randkromme bepu-
%im«nw Wﬁi 5 " len, dan kunnen we de rand cvengoed
?; S B *2} — representeren door de getekende trap-
k;Hﬁf' ! 4| ‘ o vormige krommen, daar dit de verza-
@ﬁ - - meling van de roosterpunten tussen de
| | % twee randkrommen niet wijzigt.
Stel nu

Q§1) = (31, 1+2) en (31, 31l+c) = b§1)

o =G, 1) v o« 1) =@

Q§3) = (31, 1-2) v X(31, 1-2) = b(3)

Hierin is dus bif) het aanial toegelaten banen van O naar Q(m).

~1lks dusdanige baan passesrt preciss één der puntnn Q§1ik) Ly

((2) (3)

» by e 21 K'ik het aantal toegelaten banen van (" ’'naar

Q§+% + wssentiesl is, dat deze grootheden Jik onafhankelijk zijn
van 1, zoals direct volgt uit deporiodiciteit van de rand. Het aan-
tal banen vanaf 0, dat in Q(i) aankomt en het punt Q§1)gepasaeerd
is, is nu {i 1 b( . vus volgt

(13) pid) - Zf; Y im B8 (1=1,2,3) .

Vorm nu
(14)  g;(%) = g::o u{d) ¢,
%9 3
- Volstgi(ﬂ = vl 4y {;.C; p{1) tlop{Hu Z s 2;1 Y w23
en dus 3
(1) gyt = oD L1 2, Yim (D (1=1,2,3)

Hierin is b é1)m0 b(z)*1 b(3)~0 la bepaling van ;y& kan men uit
(15) dus gm(t) berekenen1) Nu is Xﬁ e Pl cefinitie geligk 2an hwt‘ 7

—--———,—.—uﬂrt—-z—--—-—m-———-—

t voldcanda klel% zeka}mv&n nul verachillanﬁ | |




g
aantal toegelaten banen van Q(k) naar Q(l). Als we in het byzonder
6/1’2 willen bepalen, dan geldt wegens Q( ) 0, dat

b/al 2'—0((3 3) 3/2 o O<(.)}1> H X2’3 X (35 '1)9
waarin o (n,y) met '
A (n+1, y) = K(n,y-1) + X (n,y+1) en X (0,0)=1 direct uit
1 de figuur kan worden bepaald. Ve vinden met

It

behulp van nevenstaande figu , dat X’I ~=1,
9

4

5/2 5=3 X.’) ,=3. Op geheel analoge wijze

vinden we de- andere transformaticecoefficicr. -

L o

ten b/ . Het rebultaat is

. 10
1.3 C¥ie) = ( 2 % ;..

De oplossing van (15) wordt nu

2
, t -2t 1 | Y3-%
g4 (%) =———— = -+
(16) 1 1-6t+61 3 1-6%46%
2
| 1-34+2% 1 2/3 =t
(t = = + s + ——
2l e 3 1-6t+6t°
2
~ 1 Y3 + %
(t) =’3t 2t = -
i 37 qoete6t?
St{gl nu
S e t8 1 _ 1 -

S Tleta6t? [1-G+Y3) 8] [1-(3-Y3) ]

_ 1] [ 1 ) 1 i
2V3 [1-G+V3)t  1-3-V3)y
~dan vinden we
(1) oy =¥Y6V3 | 3+ VDM - <3-\/‘3‘)n”] (n=0,1,2,...)
en wegens (13) en (16) volgt dan voor 1>0

W

(1) _ 1

0] T =30 " 01
(2) _2

P17 =3 %7 C1g
(3) _1

bl = § Cl + 01_1

Onder esen randpunt P vanﬁé verstaan we altijd een punt buiten Cf‘ s
dat bereikt kan worden door een tosgelaten weg beginnende in O (en
die dus behalve P geen roosterpunten buiten ,0}/ bevat). Als (n,y)
randpunt is dan duiden we met R(n,y) het aantal tdegelaten wegen
aan lopende van O naar (n,y). Zij 1 geheelX O

Ben toegelaten weg vamaf O, die eindigt in een randpunt (n,y) met
31<ng§31+3 is noodzakelijk één der punten ,Q:(Ll)(l =1,2,3) gepassefax‘w 5
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en moet dus noodzakelijk in één der
punten U,, Vq of Wl (zile fig.4)6MA@ML
Tevens volgt ult de figuur, dat in
het punt U =(31+1 1+3) evenveel
wegen aanKOmon als in het punt Q§1>

Dus volgt R(31+1, 143)= b<1)—
1

=3 6170y _4- Analoog v1ndt men voor
V. en ¥
3 0 R(3143, 13)=
" 3 (1)* o1t < RO,
' © 0 (2),5(3) 2

’ L dat R(31+1, 1-3)=b{3) =
W c
o

\
o~
)

“’h—l

B

<[ 7w Van elk randpumtfkennen e nu

N
CF

It aantal toegelaten wegen van O naar P.

e

dat een van O ultgaande weg in P ein-

' | digt, als bij elkec stap de overgang
(n,y) = (n+1, y-1) een kans p heeft
en de overgang (um,y) — (n+1, y+1)
kans q,(p+g=1). Len we,, die het
rendpunt (n,y) bereikt na j maal een stap (n',y') » (a'+1,y'=1)
k maal een stap (n',y') = (n'+1, y'-1) gedaan te hebben heeft dus
een waarschijnlijkheid quk. Tegens

j+k=n, =-j+k=y
ofwel |
e n-y n+y
is deze waarschijnlijkheid dus gelijk aan p 2 a 2 . ve waarschiji-
lijkhtii.dﬁy cep ey in ecn wpandpunt (n,y) eindigt wordt dus
R(n,y) « X Qg Z . Dit betekent dus (1> 0)

21 L;
voor Uy= (31+1, 143) een waarschijnlijkheid (Sclwcl 1) - L *
1 2 21
(18) " Vl= (3l+1, 1“3) " ‘ " (3 l l 1) *
noow = (3le3, 1-3) 8 " oy pl+3q21

De in het randpunt afgehroken weg bestant in deze gevallen uit
31+1 resp. 31+1 resp. 3143 stappen. Opgemerkt moet nog worden dat
U, en V, ,in boven aangegeven zin, geen randpunten zijn. De waar-
schijnlijkheid, dat een weg in "o eindigt is p3, zoals ook uilt
(18) zou volgen (c ~1)
| Alle functles, die in de sequcntluandlyse gezocht Worden ,
kunnen(in ons voorbeeld) nu meteen worden necrgeschreven. blgvoef
beeld de kans, dat een weg wordt afgebroken aan de bovenrand

v, KIW"—“ Te willen nu waarschijnlijkheld weten,

1
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(dew.z. _de kans dat ecen sequcehtie woxdt afgakeurd) is nu gelijk

1 1-1 2142 2 < 2.1 4 < e ( 2.1
g > —-—C - - = ﬂbg - c
aan (301 Cl,1)P q = 3 ‘L;‘ Cl(PQ.) 4 2 1 pa-)

I

o 1=1 ) 1=0
=—9*“(1"3Pq2)- ! > 2“?5“‘!
3p 1-6pg+6p-q o

S 1 1
waarbij we gebruik meekten van de definitie 4 cCqitT = —————n
J T8 ¥ o T 164617

Naar ik meen, is aan dit voorbeeld volduende duldeliljk
geworden hoe men het algemene geval van een periodieke begrenzing
vanC\ kan behandelen. De kans op goedkeuring en dfkeuring van cen
sequentie (volgens ecen lemma van A.Wald zijn deze samen 1), de gu-
middelde lengte van een sequentie, en in het algemecn het gemidde. -
de van nk (k gehesl 2 O en overigens willekeurig), zijn alle ratio-
nale functies van p en ¢ in het geval van een periodiecke begren-
zing. | |

QRQ;;Als in (13) de coefficienten X/im bepaald zijn, dan kan
men in plaats van de gencrerende functies (14) in te voerecn ook
vragen naar de eigenwaarden en cigenvectoren van de transformatie
(13). Neem aan, dat deze bepaald zijn: zij ;\zn ecn eigenwaarde met
genormeerde eigenvector (Xé1>, xé2), xé3)), m=1,2,2. . Zijn de eigug
waarden alle verschillend dan zijn de eigenvectoren orthogonaal.

De vector (b§1), b&z), p{3)y is uit ge vector ({", {2 p(3)y

= (0,1,0) ontstaan door de transformatie (13) 1 maal achtereenvol -

- gens toe te passen. Uit >
R I I N A O L)

volgt nu 3
{0, 4, o) -3 515D (LD, 12, A,

De absoluut grootste onder dg~;ig?pwaardenjkn1 (m=%,... )bepaalt

dus het asymptotisch gedrag van bil)en in het bijzonder ook de
convergrnticstraglvan (14), aangenomen dat voor deze grootste eigen-—
waarde ~m geldt Xéz)# 0. /

Natuurlijk verschilt de methode, die elgenwaarden en eigen-—
vectoren bezigt, niet ¢ssentieel van de methode, die de genererends
functies (14) gebruikt. De determinant van het stelsel vergelijkingen
(15) 1is n.l.l&}m -5 Xi m} = A(t), en de nulpunten vanA(t) zijn dus
juist de reviproken van de:gigeawaarden ‘A m, en deze nul-
Puntenkm_1spelen een fundamentele ror in de ontwikkeling van de uit
(15) verkregen functics g, (t)- o



